D’UN NOUVEAU PRINCIPE DE MECANIQUE, 
car M. EULER. 


U I- 

n corps eft appellé folide, dont l’intérieur n’eft aflujettî a aucun 
changement, ou dont toutes les parties confervent con Rani- 
ment la même fituation entr’elles , quelque mouvement que puilTe 
avoir le corps entier. Nonobftant cette ferme & invariable Êaifon 
des parties, un corps folide peut recevoir une infinité de mouvemens 
differens, dont la détermination & les loix, qui s’y obfervent, font 
l’objet de la Mécanique, ouDynamique : & c’eft par là, que cette fcien- 
ce fe diftingue de l’Hydrodynamique, ou Hydraulique, qui s occupe 
dans la recherche du mouvement des corps fluides, dont toutes les 
parties font tellement dégagées les unes des autres, que chacune peut 
avoir un mouvement à part. Encre ces deux efpeces de corps on peut 
confticuer une moyenne, qui renferme les corps fléxibles, dont la fi- 
gure eft fufceptible d’une infinité de changcmens: mais la confidèration 
du mouvement de ces corps fe réduit aifément à la Mécanique , & 
peut être dévelopée par les mêmes principes, de forte que dans cette 
Science il ne s’agit que des loix du mouvement , qui regardent les 
corps folides. 
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II. Entre l’infinité des mouvemens , dont un corps folide eft 
fufceptible , le premier, qu'il faut confidèrer, eft celui, où toutes les 
parties demeurent conftamment dirigées vers les mêmes points de 
l'efpace abfolu. C'eft à dire, fi nous concevons une ligne droite tirée 
par deux points quelconques du corps , cette ligne confervera tou- 
jours la même dire&ion, ou ce qui revient au même, elle demeurera 
perpétuellement parallèle à elle-même. Un tel mouvement eft nom- 
mé purement progrefïif, dont la propriété confifte en ce qu’à chaque 
jnftant toutes les parties du corps fe meuvent avec des vitefles égalés 
félon la même direftion. Ainfi lorsqu’un corps fe meut d’un mou- 
vement purement progrefïif, il fuffit de favoir le mouvement d’un 
feul de fes élémens , c’eft à dire, le chemin qu’il parcourt avec la vi- 
tefle à chaque endroit, pour connoîcre le mouvement du corps tout 
entier, 

DI. Or un corps, quoique folide, peut recevoir une infinité d’au- 
tres mouvemens; car il peut arriver qu’un point du corps demeurant 
immobile, tout le corps tourne autour de ce point; & il eft clair que 
dans ce cas la viteffe des differentes parties de ce corps ne fera plus 
la même, & que la direction du mouvement fera differente dans les 
differentes parties du corps. Neantmoins dès qu’on fait le mouve- 
ment d’un feul point de ce corps, pendant qu’un autre point demeu- 
re en repos, on fera en état de déterminer le mouvement de tous les 
autres points du corps pour le même inftant; car, puisque le corps 
eft folide, il faut, que tous fes points confervent toujours la même 
fituation par raport à ces deux, dont l’un eft en repos , & le mouve- 
ment de l’autre connu. Ce mouvement de rotation fe peut auffi join- 
dre au mouvement purement progreflif, d’où réfui te un mouvement 
mixte, tel que nous obfervons dans la Terre, dont toutes les parties 
fe meuvent en force que le mouvement de chacune eft different du 
mouvement de toutes les autres, tant par raport à la viteffe, qu’à 
l’egard de la dire&ion. 


IV. Mais 


IV. Mais comme le mouvement de rotation peut varier à l’infini, 
on n’a confidèré jusqu’ici dans la Mécanique qu'une feule efpecej fau- 
te de principes fuffifans pour ramener les autres au calcul. Cette efpe- 
ce renferme les cas, où un corps tourne autour d’un axe, ou immobile, 
ou qui demeure confammenc parallèle à foi-môme, pendant que le 
corps fe meut d’un mouvement progreffif. Car dans ce dernier cas on 
peut décompofer le mouvement du corps en deux, dont l’uneft pure- 
ment progreflif, & l’autre fe fait autour d’un axe fixe, confervant tou- 
jours la même direction. C'eft ainfi qu’on fe repréfente le mouvement 
de la Terre, en le décompofant dans le mouvement annuel, qu’on re- 
garde comme purement progreflif, & dans le mouvement diurne, qui 
fe faitautour de l’axe de laTerre, entant qu’on regarde cet axe comme 
confamment dirigé vers les mêmes points du Ciel; faifant abftra&ion 
tantdelapréceflion des équinoxes, que de la nutation de l’axe de laTerre. 

V. Quelque compofé que foit le mouvement d’un corps folide, 
on le peut toujours décompofer en un mouvement progreflif & en 
un mouvement de rotation. Le premier s’eftime par le mouvement 
du centre de gravité du corps , & il eft toujours permis de confidèrer 
ce mouvement féparément & indépendamment de l’autre mouve- 
ment de rotation ; & cette circonfance nous fournit l’avantage, que 
nous pouvons toujours réciproquement confidèrer le mouvement 
de rotation indépendamment du mouvement progreflif, s’il y en a; 
ou on peut entreprendre la recherche du mouvement de rotation, 
tout comme fi le corps n’avoit aucun mouvement progreflif. Pour 
cet effet on n’a qu’à imprimer dans la penfée à l’efpace, où le corps 
fe trouve , un mouvement progreflif égal & contraire au mouvement 
du centre de gravité du corps , & par ce moyen on obtiendra le cas , 
où le centre de gravité du corps demeure en repos , quelque mouve- 
ment de rotation que puiffe avoir le corps. 

VI. Donc, quelque mouvement qui ait été imprimé d’abord à 
un corps folide, & de quelques forces qu’il foit follicité enfuite, pour 
déterminer fon mouvement à chaque inftant , on commencera par 
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ConfiJèrer le corps , comme ft coûte fa maiïe et oit réunie dans fon 
centre de gravité, & alors on déterminera par les principes connus 
de la Mécanique le mouvement de ce point produit par les forces fol- 
licicantes; ce fera le mouvement progreftif du corps. Après cela on 
mettra ce mouvement progreflïf à part, & on confidirera ce même 
corps, comme fi fon centre de gravité écoit immobile, pour déter- 
miner le mouvement de rotation, ayant égard tant au mouvement 
imprimé au commencement , qu’aux forces dont il doit être altéré 
dans la fuite. Et quand on fera venu à bout de cette recherche, en 
combinant enlèmble ces deux mouvemens trouvés feparement, on 
fera en état d’afligner pour chaque inftant le vrai mouvement dont le 
corps fera porté. 

VII. Suppofant donc le centre de gravité d'un corps folide 
quelconque en repos, ce corps fera néanmoins fufcepcible d'une in- 
finité de mouvemens djfi'erens. Or je démontrerai dans la fuite, que, 
quel que foit le mouvement d’un tel corps, ce fera pour chaque in- 
liant non feulement le centre de gravité qui demeure en repos, mais 
il y aura aufiTi toujours une infinité de points fi tués dans une ligne 
droite, qui pafle par le centre de gravité, dont cous fe trouveront 
également fans mouvement. C’eft à dire, quel que foit le mouvement 
du corps, il y aura en chaque inftant un mouvement de rotation, qui fe 
fait autour d'un axe, qui pafle par le ceHtre de gravité : & toute la 
diverfité qui pourra avoir lieu dans ce mouvement, dépendra, outre la 
diverfité de vicefle, de la variabilité de cet axe, autour duquel le 
corps tourne à chaque inftant; ou bien la queftion revient à ce qu’on 
cherche, fi le corps tournera conftammenc autour du même axe, qui 
feroit par conféquenc immobile, ou fi l’axe de rotation changera lui 
même de fituacion, de forte que le corps tourne fucceflivement autour 
de divenes lignes, qui paflent par fon centre de gravité. 

VIII. Pour faire voir maintenant combien on eft avancé jus- 
qu’ici dans la détermination de ces mouvemens de rotation, dont un 
corps folide eft fufçeptible, je remarque que les principes de Mécani- 
que 


(juc, ouï ont été établis jusqu'à préfent, ne font fuffifans, que pour le 
cas, où le mouvement de rotation fe fait continuellement autour du 
même axe. Donc, puisqu’on peut nommer les extrémités de cet 
axe les pôles du corps, c’efl le cas où les pôles du corps demeurent 
conftamment aufïî bien en repos , que le centre de gravité. Or dès 
que l'axe de rotation ne demeure plus le même, & que les pôles, 
autour desquels le corps tourne, changent eux- mêmes, alors les prin- 
cipes de Mécanique connus jusqu’ici ne font plus fuffifans à détermi- 
ner ce mouvement. Il s'agit donc de trouver & d’établir de nou- 
veaux principes, qui foient propres à ce deiïein; & cette recherche 
fera le fuiet de ce Mémoire, dont je fuis enfin venu à bout après plu- 
fieurs eiTais inutiles, que j’ai fait depuis long-tems. 

IX. Mai?, avant que d’entrer dans cette recherche, il fera à pro- 
pos de déterminer plus exactement les cas, où un corps folide peut 
tourner autour d'un axe immobile partant par fon centre de gravité, 
afin qu'on puifle mieux juger, en quelles occafions les principes con- 
nus de Mécanique peuvent être emploies avec fuccès : & de là on 
connoitra en même tems, que dans tous les autres cas ces principes 
ne feront plus fuffifans, mais qu’il faut avoir recours à ces principes 
nouveaux, donc j'entreprends ici la recherche. Or, pour juger fi un 
corps peut tourner autour d'un axe immobile, ou non? il faut avoir 
égard tant à la conftitution du corps même , qu'aux forces dont 
il eft follicité. Car, quand même il n’y a point de forces, qui 
agiflent fur le corps, dès qu’il commence à tourner autour de quel- 
que axe, chaque particule fera pouflee par fa force centrifuge; & ce 
n’eft que dans le cas , où toutes ces forces centrifuges fe détruifent 
mutuellement, que le mouvement autour de cet axe immobile pour- 
ra fubfifter, 

X. Soit donc un corps folide quelconque, qui tourne librement 
autour d'un axe immobile A æ, qui parte par fon centre de gravité O. 
Je configurerai cet axe A a comme perpendiculaire au plan de la plan- 
che, dans lequel foit le centre de gravité O; & dans ce plan je conçois 
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deux autres axes B0 £ & CO c, normales tant entr’eux qu’au pre- 
mier axe AO*: & c’eft par rapport à ces trois axes, que je déter- 
minerai la pofition de chaque élément du corps pour un inftant quel- 
conque. Car il eft clair, que ces deux autres axes BOé & COr, en- 
tant qu'ils traverfent le corps, tourneront aufli avec le corps autour du 
premier axe AO a, qui eft l’axe de rotation, & qui demeure immo- 
bile par hypothefe. Donc le point C de l’axe OC fe mouvra en 
vertu du mouvement rotatoire par un arc de cercle Cy, dont le cen- 
tre eft en O fur le plan B OC: & fi nous pofons la diftance O C~f 
& la vitefle du point C duc à la hauteur u, de forte que la vitefle 
même fera exprimée par Vu, la vitefle de tout autre point du corps 

* Vv 

fera partout à (à diftance de Taxe AOo comme Vv à/: ou bien 

marquera partout ce qu’on nomme la vitefle angulaire , ou la vitefle 
de rotation. 


XI. Cela pofé, foit Z un élément quelconque du corps, dont la 
mafle foit indiquée par la mafle du corps entier étant ~M; 
qu'on tire de ce point Z fur le pian BOC la perpendiculaire ZY, qui 
fera parallèle à l'axe de rotation AO a, & du point Y à OC la per- 
pendiculaire YX: qu'on nomme de plus OX~jt, XY~y & 
YZ“z, qui feront les trois coordonnées orthogonales, par lesquel- 
les le lieu du point Z eft déterminé. Soit la droite Z Y perpendicu- 
laire à l’axe de rotation A O , & elle fera parallèle & égale à la droite 
YO,& partant il fera aufli O V“ YZ~z. Donc la diftance du 
point Z à l’axe de rotation fera ZV~ OY~ V ( >*-}-)■)'), d'où 
la vitefle du point Z , dont il tournera autour de l’axe A O , fera à là 
diftance V(.r.r-f-yy) comme Vv eft à f. Par conféquent la vi- 


tefïe du point Z fera = *££±^0 

vite[re = «.ÿpzïû. 
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& la hauteur duü à cette 
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XII. De là il s'enfuit que la force centrifuge de l'elément 2 

. iv ( xx 4- yv") à M 2vetM^,, , . 

” </M, fera” ~ *777 . — r— — -=—V[xx-\- jy). 

» ff V( *x+yy) ff )ïl 

où */M marque le poids, que cet élément auroit aux environs de la 
terre. C’eft donc dé cette force que l’elément Z tachera de s’éloigner 
de l'axe AO félon la direction VZ, & partant l'effet de cette force fera 
le même, que ü l’axe de rotation étoit follicité au point V félon la di- 

2 J) </M 

reClion V Z par une force” — ~ — V (xx — | — yyD * Donc, puisqu’il 

refaite de chaque élément du corps une force femblable qui agit far 
l’axe de rotation A O a , pour qu'il demeure néanmoins immobile, il 
faut que toutes ces forces fe détruifent mutuellement. Car à moins 
que cela n’arrive, il eft clair que l’axe de rotation ne fauroit demeurer 
immobile, mais comme il eft fuppofé libre, il cederoit à la force réful- 
tante; & tomberoit dans le cas, qui ne fauroit plus etre développé 
par les principes déjà établis de la Mécanique. 

XIII. Décompofons chacune de ces forces VZ en deux autres 

dont les directions foient parallèles aux axes OC & OB, & puisque 

V Z eft parallèle & égalé à O Y ~V Qjcjc— l— y y) , la force qui agira 

far l’axe de rotation O A en V félon la direction parallèle à O C 

x ivd M , 

fera— - 77 — — — v — — y I — yy ) — — -sr— de la for- 
V( xx -)ryy) ff ff 

ce félon la direction parallèle à OB fera ” , Ayant donc 

réduit toutes les forces centrifuges à deux efpeces, dont l’une agit far 
l’axe de rotation en des directions parallèles à OC & l’autre en des 
directions parallèles à O B, pour que l’axe de rotation n'en foie point 
altéré, il faut que toutes les forces de chaque efpece fe détruifent mu- 
tuellement. Premièrement donc, il faut que lafomme de toutes les for- 
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ces de l’une & de l’autre efpece évanoinffe, ce qui donne — - — 0 


ou 


ou — fxdM = oâi~ fydU — o: ou bien il faut qu^U foit 
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fxàWzzo & fydM~o. Or cette condition fe trouve remplie dès 
que nous fuppofons, que l'axe de rotation AOtf pafle par le centre de 
gravité du corps O. 

XIV. Mais cette feule condition ne fuffit pas pour maintenir Taxe 
de rotation AOæ en repos, il faut outre cela que tous les momens de 
toutes les forces de chaque elpece, fe détruifent mutuellement. Car 
la première condition ne délivre Taxe de rotation que du mouvement 
progreflif, & cette fécondé condition eftrequifc pour empêcher, qu’il 
ne s'incline de quelque côté vers le plan U CO. Or le moment des 

forces , qui agiflent fur le point V de l’axe , étant réduit au 
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centre de gravité O fera ~ — , & le moment de chaque 


force de l’autre efpece fera 


I 

2 v y z dM. 
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Donc cette fécondé con- 


dition qui doit empecher l'inclinai Ton de Taxe de rotation, exige qu’il 
flvxzdH fivyzdNl 

foit tant J ^ —o que < J — ~o, ou puisque pour lin- 
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{tant préfent — eftunequantité confiante, il faut qu’il foit/* s d'M ~ 0 , 
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XV, Donc, pour qu’un corps' folide puifle tourner librement au- 
tour d'un axe AO/i immobile, il faut premièrement que cet axe paiTe 
par le centre de gravité O du corps, & outre cela il elt néceflaire, que 
la matière, dontle corps eft compofé, foit tellement difpofée autour 
decetaxe, qu'il foit tantfxydM—O que fyzJM^o. On voit 
bien que cette derniere condition peut ne pas avoir lieu, quoique 
l’axe de rotation paffe par le centre de gravité; & partant dans ce cas, 


il 
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il fera impoflîble de déterminer par les principes connus de Mécanique 
la continuation du mouvement, après que le corps aura reçu un mou- 
vement quelconque autour d’un tel axe. Car alors dès le commence- 
ment l’axe de rotation s'inclinera, & lecorpstournera à chaque inftant 
autour d'un autre axe, ce qui rendra impoflîble l'application des prit*» 
cipes, dont on fe fert ordinairement dans la détermination des mouve- 
mens de rotation, * 

XVI. Mais fi l'axe de rotation pafTe non feulement par le centre 
de gravité du corps , mais qu’il y ait au/Iï taotfjr z ùM rz o que 
fyzd'sSÏZZlOi alors quelque mouvement de rotationquele corps puifle 
avoir reçu autour de cec axe, ce mouvement fe continuera uniformé- 
ment, fans que Taxe fouffre le moindre changement; ou le corps tour- 
nera autour de cet axe immobile d’un mouvementuniforme, à moins 
que le corps ne foit follicité par quelque force externe. Or il peut arri- 
ver que des forces externes ? giflent fur le corps fans troubler la pofi- 
tion de l’axe; c’efl lorsque la moyenne direction de ces forces tombe 
dans le plan B O C, perpendiculaire à l'axe de rotation dans le centre 
de gravité même du corps O, Car alors ces forces n'auront point de 
moment ni par rapport à l’axe B O ni à C O , & partant toute la force 
feraemploiée ou à accélérer ou à retarder le mouvement de rotation 
autour de Taxe AO, fans altérer Taxe même. Et c’eft ce cas, où 
l’on peut déterminer ces changemens caufés par des forces externes à 
l'aide des principes connus de Mécanique. 

XVII. Or fl la moyenne direftion des forces, qui 3giflent fur le 
corps, ne fe trouve pas dans le plan BOC, l’axe de rotation AO a ne 
pourra pas demeurer immobile, mais il s’inclinera vers le côté où il 
fera forcé par le moment de ces forces, Ainfi, quoique l’axe ait les 
propriétés , qui viennent d’etre expliquées, les forces le rendront 
mobile, & fans la découverte de nouveaux principes de Mécanique 
on ne fera pas en état de développer ce cas, où l’axe de rotation ne 
fauroit demeurer immobile. Donc toutes les fois que les conditions 
marquées ne fe rencontrent pas dans Taxe de rotation, ou que les 
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forces follici tantes renferment nn moment pour incliner Taxe de rota- 
tion, ou que l’un & l’autre arrive à la fois, il faut recourir à ces nou- 
veaux principes pour déterminer les changemens, qui feront caufés 
tant dans le mouvement de rotation, que dans la pofition de l’axe, au- 
tour duquel le corps tournera à chaque inftant. Or pendant tous ces 
changemens on peut toujours fuppofer ? que le centre de gravité du 
corps demeure immobile. 

XVIII. Quoique les principes dont il s’agit ici foient nouveaux, 
entant qu’ils ne font pas encore connus ou étalés par les Auteurs, qui 
ont traité la Mécanique, on comprend néar.tmoins , que le fonde- 
ment de ces principes ne fauroit être nouveau, mais qu'il elt absolu- 
ment nécefTaire , que ces principes foient déduits des premiers prin- 
cipes, ou plutôt des axiomes, fur lesquels toute la doctrine du mouve- 
ment elt établie. Ces axiomes fe rapportent à des corps infiniment 
petits, ou tels, qui ne foient fufceptibles d’autre mouvement, que de 
progreiïif; & c'elt de là que tous les autres principes du mouvement 
doivent être déduits, tant ceux qui fervent à déterminer les mouve* 
mens des corps fofides que des fluides : tous ces autres principes dé- 
rivés n’étant que des applications des axiomes félon les diverfes ma- 
niérés, dont les corps font compofés des élémens, & félon ladiver- 
fité du mouvement, dont toutes les parties du corps font fufceptibles. 

XIX. On trouve ordinairement plufieurstels principes, qui fem- 
blent devoir être mis au rang des axiomes de la Mécanique, puis- 
qu’ils fe rapportent aux mouvement des corps infiniment petits ; or 
je remarque que tous ces principes fe réduifent à un feul , qu’on peut 
regarder comme l’unique fondement de toute la Mécanique & des 
autres Sciences, qui traitent du mouvement des corps quelconques. 
Et c’elt fur ce feul principe, que doivent être établis tous les autres 
principes, tant ceux qui font déjà reçus dans la Mécanique & l’Hydrau- 
lique, & dont on fe fert actuellement pour déterminer le mouvement 
des corps folides & fluides ; que ceux aulïi qui ne font pas encore 
connus, & dont nous avons befoin pour développer tant les cas mar- 
qués 
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qoés cy-deflus des corps folides, que plu fleurs autres qui fe trouvent 
dans les corps fluides. Car dans tous ces cas il ne s'agit que d’y 
appliquer adroitement ce principe fondamental, dont je viens de par- 
ler, & que je m'en vai expliquer plus foigneufement. ■ 


EXPLICATION DU PRINCIPE GENERAL ET FON- 
DAMENTAL DE TOUTE LA MECANIQUE. 


XX. Soit un corps infiniment petit, ou dont toute la mafle foit 
féünie dans un feul point, cette mafle étant “ M; que ce corps ait 
reçu un mouvement quelconque, & qu’il foit follicité par des forces 
quelconques. Pour déterminer le mouvement de ce corps, on n’a 
qu’a avoir égard à l’éloigrtement de ce corps d’un plan quelconque 
fixe & immobile; foit à l’inftant préfent la diftartce du corps à ce 
plan — x\ qu’on décompofe toutes les forces qui agiflent fur le corps, 
félon des direttions, qui foient ou parallèles au plan, ou perpendicu- 
laires, & foit P la force qui réfulte de cette compofltion félon la di< 
reftion perpendiculaire au plan, & qui tachera par conféquent ou à 
éloigner ou à rapprocher le corps du plan. Après l'elémenr du tems 
ât, foit la difiance du corps au plan, & prenant cet élément 

ât pour confiant, il fera 2 M “ + P rf z 1 , félon que la force 
P tend ou à eloigner ou à approcher le corps du plan. Et c'eft cette 
formule feule , qui renferme tous les principes de la Mécanique. 

XXL Pour mieux comprendre la force de cette formule, il faut 
expliquer à quelles unités fe rapportent les.divetfes quantités M, P,' 
x&t, qui s'y trouvent. Or d’abord il eft à remarquer, que M 
marquant la mafle du corps, exprime en même tems le poids que 
ce corps auroit aux environs de la füperficie de la terre; de forte 
que la force P étant aufli réduite â celle d’un poids, les lettres M & P 
contiennent des quantités homogènes. Enfuite la viteflè du corps 
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dont il s’éloigne du plan étant comme — ; fi nous fuppofons, que 
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cette 
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cette vitefle foit égalé à celle qu’un corps grave acquiert en tom- 

if JC ^ 

tant de la hauteur v , il faut prendre - — zz v > ou l’elément du teins 

dx 

fera d tzz-i-* d’où l'on connoit le rapport entre le tems t & 
Y v 

l’efpace x. 

XXII. Comme cette formule ne détermine que l’eloignement 
ou 1’approchement du corps par rapport à un plan fixe quelconque, 
pour trouver le vrai lieu du corps à chaque inftant, on n’aura qu’à le 
rapporter en même temsà trois plans fixes, qui foient perpendiculaires 
entr’eux. Donc, comme x marque la diftance du corps à un de ces 
plans, foient y & z fes diftances aux deux autres plans : & après avoir 
décompofé toutes les forces qui agiflent fur le corps, fuivant des di- 
rections perpendiculaires à ces trois plans, foie P la force perpendi- 
culaire qui en réfulte fur le premier, Q fur le fécond, & R fur le troi- 
fième. Suppofons que toutes ces forces tendent à eloigner le corps 
de ces trois plans; car en cas qu’elles tendent à le rapprocher, on 
n’auroit qu’à faire les forces négatives. Cela pofé, le mouvement 
du corps fera contenu dans les trois formules fuivantes; 

I. 2UddxzzPdt~\ II. îM ddy—Q.dt‘i III. 


XXIII. Si le corps n’eft follicicé par aucune force , de forte 
que P“o, Q zz 0 , R ZZ û, les trois formules trouvées, à caufe de 
dt confiant, fe réduiront par l’intégration à celles -cy; 

"M. d x~ Ad t ; M dj — B d f ; Se M d zZZ C d f. 
d’où l’on voit d’abord, que dans ce cas le corps fe mouvra dans une 
ligne droite, avec un mouvement uniforme; & partant ces formules 
renferment en foi la première loi du mouvement , en vertu de la- 
quelle tout corps étant en repos y demeure ; or étant en mouve- 
ment le corps continue uniformément félon laméme direftion,àmoins 
qu’il ne foit folhdté par quelque force de dehors. Mais il eft clair que 

nos 
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nos formules ne fe bornent point à cette grande loi , elles renfer- 
ment outre cela les loix, fuivant lesquelles des forces quelconques 
agiflent fur les corps. ' Par conséquent le principe que 'je viens d’éta- 
blir contient tout feül. tous' les principes qui peuvent conduire à la 
connoiffance du mouvement de tous les corps , de quelque nature 
qu’ils foient, 

XXIV. C’eft donc de ce même grand principe, d’où il faudra 
dériver les règles 1 , dont nous avons befoin pour déterminer le mou- 
vement d’ûn corps folidé , lorsque l’axe de rotation ne demeure pas 
immobile. Pour cet effet il faudra confidèrer non feulement tous les 
élémens du corps, mais suffi leur Jîaifon mutuelle , en vertu de la- 
quelle tous les élémêfis confervent entrieux le même ordre & les 
mêmes di fiances. Carie mouvement du corps entier eft compofé 
des mouvemens de tous fes élémens , & le mouvement de chacun 
doit fuivre le principe, que je viens d’expliquer, entant que chaque 
élément participe des forces, qui agiffent fur le corps , & qu’il elt 
outre cela follicité par de certaines forces , qui l’empêchent , qu’il 
n’abandonne la connexion avec les autres. Or avant que de déter- 
miner cet effet des forces, auxquelles les élémens font aflùjettis, il 
faut confidèrer en general le mouvement, dont un tel corps eft fi>- 
fceptible. 

DÉTERMINATION' DU MOUVEMENT EN GENERAL, 

.. ■■ 

DONT UN CORPS SOLIDE EST SUSCEPTIBLE, PENDANT QUE 
• SON CENTRE DE GRAVITÉ DEMEURE EN REPOS. 

XXV. Soit donc O le centre de gravité du corps, fuppofé en fjg // t 
repos, qu’on eonfidére trois plans fixes, qui iè croifent perpendicu- 
lairëmtent dsm s ce point O. Ou ce qui revient au même, confidèrons 
trois axes AO, BO, CO qui fe rencontrent en O à angles droits, 
dont deux BO, CO foient fur le plan de la table, & le troifième 
AO y foit perpendiculaire. Ces trois axes détermineront les trois 
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plans normales entr’eux, dont je viens de parler, & qui feront A O B, 
A O C , & BOC, dont celui -cy .eft le-plau de la table. Orjefup- 
poferai que ces plans, Ôt partant auffi ces trois axes, demeurent immo- 
biles, pendant que le corps fe meut d*un mouvement quelconque ; fon 
centre de gravité reliant pourtant toujours en O fans mouvement. 
C’eft pour avoir des lieux fixes, par rapport auxquels on puifîe dé- 
terminer a chaque inftant la fituation du corps. ■ 

XXVI. Soit maintenant un élément quelconque du corps en Z-, 
duquel on baille fur le plan B O C la perpendiculaire Z Y,- & du point 
Y à OC la normale YX: qu’on nomme.OX~-r, XV — y & 
YZ“r: & OXz.r manquera la diftance du point Z au plan A O B; 
XY ”y fa diftance au plan AOC, & YZ sôès fa diftance au plan 
B OC. A préfent, quel que foit le mouvement du point Z , on le 
pourra réfoudre félon les directions de ces trois axes; fuppofons donc 
qu’ après un tems infiniment petit fa diftance au pian A O B 

devienne “ x — f- P de; au plan AOC ~y —J— Q d t , & au plan 
BOC 31 z— 1— R</r, ou que ce point Z s’éloigne d.ans le tems dj- du 
plan AO B de f élément” P dt\ du plan AOC de l’elément “Qv//, 
& du plan B O C de l’elément zr R dt : ou ce qui revient au mêihe 
fbient P, Q, R les viteffes , dont le point Z s’éloigne de chacun des 
plans fixes AOB, AOC, & BOC. 

XXVII. Or puisque le corps eft fuppofé folide, il faut que îe 
point Z demeure toujours à la même diftance depuis le centre de 
gravité O. Mais au commencement du tems dt la diftance OZ 
étoit “ V(-r x — f— y y — f— as), dr au bout de ce tems elle fera 
— V ( (x — |— P dt) 3 — |— (y — |— Q d t) 7 -J- ( ’z — f- R d t)')- Il faut 
donc que ces deux diftances foient égalés entr’elles, d'où, en effaçant les 
termes qui évanouïffent par rapport aux autres, réfui tera cette équation : 

1 x Ÿd t -|- 2y Qdt-\~ 2&üdt ~o. 
qui fe réduit à celle- cy; 

P Qyrd- Kî 3 » 


Ces 
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Ces' lettres P, 0, R> marquent des fondions de nos trois varlabfës 
y, z. & partant après avoir trouvé la nature de ces fonctions, on 
fera en état de déterminer le mouvement de chaque point du corps 
à l’inflant propofé, c’eft à dire, au commencement du tems dt. 

XXVIÏI. Confidèrons de plus pour ce même inftant un autre 
point du corps en z, qui foie infiniment proche du précédent/. Soient 
pour ce point z les trois variables Oxzzx-$-dx, xyZHy-k- dy y 
&yz~z-\-d z: où il faut remarquer que res différentielles dx, dy , 
dz font indépendantes entr’eîles, vù que l'autre point z eft pris à 
volonté. La dîflance de ce point au premier Z fera donc "V (dx 2 
— 1 — a — f —dz~ ); or différentiant les foulions P, Q, R en donnant 
à dx, dy, à z les valeurs , que la poficion du point z par rapport à Z 
exige; après le tems dt, ce point z avancera dans la dire£lion OC 
de l’elément ÇP dP') d t , dans la direction O B de l’elément (Q— j— 
di£) dt , dans la direction O A de l'elément ~ (K— f- ^R} dt. Ou 
bien après le tems dt les diftances feront 

du point z or du point Z 

au plan AOB~ x — }— dx — }— (P— \-dP^)df . . . “.r-f-P dt 

au plan A O C y — \~dy “f— {Q— {~dQ)dt . , . __ y — f— Q dt 

au plan B O C z “f— d z \ ■ (R “f — ci RJ d t . . • — z “t - B d t. 

XXIX. Ainfi au bouc du tems dt la difïance entre les points Z 

& z fera ~V( (dx-\-dPd/) s + {dy— \-dQdt) s + (dz-j-dRdt) 1 ) 
qui à eau fe de la folidité du corps doit être la même qu’au commen- 
cement. Pofant donc cette expreflion égale à V (dx 2 -f dy 2 -\ -dz 3 ) 
nous obtiendrons cette équation idxdPdt -4— i dy d Qd t 
îi/si/Rifirc, en négligeant les termes qui font incomparable- 
ment moindres que ceux-cy. Cette équation fe réduit donc â cette 
forme plus fimple 

dP d x — f— dQd y — f— d R d z — o 
qui étant jointe à celle qui a été trouvéej favoir 

P x -f- KXy “4“ Rî — 


BOUS 
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nous fervirâ a découvrir la nature des fondions P, Q, R, d'où nous 
connoitrons tous les mouvemens, dont toutes les parties d'un corps 
folide font fufceptibks à la fois , pendant que fon centre de gravité 
demeure immobile en O. D’où il eft dabord clair que pofant x~o 7 
y~o t z — o, toutes ces trois fondions P, Q, R, doivent évanouir 
aufîl 

XXX. Pour mieux connoitre ces fondions, fuppofons qu’il foit 
O-rzz OX & XYzZ .vy, ou dx^zo & dy~e: & l’équation trou- 
vée en dernier lieu donnera dRdzzzo & partant a U zzo. d’où l’on 
voit que la fonftior. R ne fauroit renfermer la variable Car fup- 
pofant pour prouver cela zz Lr/.r-f-M dy-\~tidz^ il fera dans 
le cas préfent dR zz NYs à caufe de dx~o <Sr dy~o, & partant 
Nzzo: donc il fera en général Æ zz Ldx-^-yidy, & par confé- 
quent la fonftion R ne contiendra point la variable s. De même po- 
fant d x ZZ o & ri'iZZfl, il doit être dQdy — o ou dQ~ o y d’où 
l’on voit que la fonftion Q ne fauroit contenir la variable^. Et en- 
fin fi nous confidèrons le cas ou dy zzo & dz zzo, nous ap ren- 
drons pareillement qu’à caufe de dV dx la fonftion P ne fau- 
roit contenir la variable x. 

XXXI. Ayant icconnu ces propriétés de ces fonftions F, Q, R 
pofons donc: 

dŸ—Ady-\-ftdz; dQ= Cdz~\-Ddx; dR=Edx-\-Fdy. 

& ces valeurs étant fubftttuées dans l’équation 
dPdx-t- dQdy-h dRdz—o 
produiront l’équation fuivante : 

— A dxdy — (— Edxdz — Cdydz 

— D dx dy — Edxdz — |— F dydz — 9 
d’où il eft clair qu’il doit être D = — A; Ezz— lî; F“ — C 
puisque cette équation doit avoir lieu, foit qu’on mette dx ~o 
ou dy~o ou d? — o. Ainfi les différentiels de nos fonftions feront: 
dV~hdy-\-Edz\ dQ~Cdz — Adx: dR——Edx—Cdy. 


Or 
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Or comme ces formules doivent être intégrables, il eft évident de 
la première, que ni A ni B ne fauroit renfermer a-; de la fécondé on 
comprend que ni C ni A ne fauroit contenir y, & enfin la troifième 
nous donne a connoicre que ni B ni C ne peut contenir z. Ainfi A 
ne contenant ni x ni y, fera fonction de z , B fonction de^, & C fon- 
ction de x. 


XXXII. Pofons donc en conféquence de ce que nous venons 
de trouver : 


c/A—LJz, & </C “ N dx. 

& puisque A dy -f- B J z doit être un différentiel intégrable, il faut 
//A d B 

qu’il foit — - “ — — : ou Lz M. Enfuite Pintégrabilité de la 

dz d y ° 

fécondé formule Cc/z — Ad jc donne - — “ ou N“— L* 

dx dz 

enfin Pintégrabilité de la troifième formule — V>dx — Cdy donne 

™ — t~ ou — M N. Ayant donc M ZZ L ; N — — T, 
d y dx 

& M = N ou L“ — L, il eft clair que Lzzo & partant aufli M — g 
& N — o. Donc les lettres A, B, C marqueront des quantités con- 
fiantes; d’où l’on tire par conféquent, en intégrant 


PzzAy— {— Bz; Q~ C z — Ax ; R — — B * — C y 
expreffions, qui facisfont déjà d’elles mêmes à la première condition: 

P x —j— Q y | R z — Ot 

XXX111. Tout mouvement donc, qu’un corps folide peut re- 
cevoir, fon centre de gravité demeurant immobile, doit toujours 
avoir cette propriété: Quel! d’un point quelconque du corps Z on tire 
les trois coordonnées orthogonales ÛXz.r, X Y “y, & Y Z~z t 
félon les trois axes perpendiculaires entr’eux OA, OB, OC, & 
qu’on décompofe le mouvement du point Z félon les mêmes trois 
dire&ions , en nommant la vitefle du mouvement félon O C ~ P, 

A/Âw. Jr Mtad. Tom. FI. C C celle 
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celte du mouvement félon 0B“ Q & celle du mouvement félon 
O A “R; ces lettres P, Q, R ne fauroient jamais avoir d’autres 
valeurs, que telles, qui font renfermées dans les formules fuivantes. 

P~Ay— (-Bar; Q~Cz — Ajt; R — — Bx— Cy. 

Donc toute la diverfité , qui peut avoir lieu dans le mouvement du 
corps, ne provient que des diverfes valeurs, que peuvent recevoir 
les quantités confiantes A, B, C. 

XXXIV. Puisque ces formules ferviront à déterminer le mou- 
vement de chaque point du corps pendant l’elément du tems dt, vo- 
yons s’il y a, outre le centre de gravité O, des points deftitués de tout 
mouvement ; ou pour lesquels devienne P~ e>, Q ~o & Rrztf. 
Or pofant Pzzo nous aurons A y— f- & partant z “ A« 

& y— — B«, où h marque une nouvelle variable quelconque; donc 
prenant ces valeurs pour y & z quelque valeur qu'un ne donne à jt, 
les points du corps qui répondent ne changeront point de diftance 
par rapport au plan A O B. Soit de plus Q~o, & il deviendra 
C z “ A jc , ou jc n: C« ; & la même valeur fe trouve pour jv , en 
pofant R“0. D’où il s’enfuit que tous les points du corps, qui 
font contenus dans ces formules x~Cu\ y~ — B«; i~Ak de- 
meureront en repos pendant le tems dt. Or tous ces points fe 
trouvent dans une ligne droite , qui pafTe par le centre de gravité O ; 
donc cette ligne droite demeurant immobile fera l’axe de rotation, 
autour duquel le corps tourne dans le préfenc inftanc. 

XXXV. Pour trouver le mouvement de rotation du corps au- 
tour de cet axe, que nous venons de trouver, foie Y Z ~ z & 

que le point Y foit tellement fitué, que la droite O Y devienne per- 
pendiculaire à l’axe de rotation. Pour cet effet il fera y : x ~ Cul 
B u. Prenons donc .v — Bu & y” Ch, & la diflance du point Y 
à l’axe de rotation fera “ « V^Bll -j— CC). Or à caufe de 
x ~ B '< ; y ~ C tt & z~o , les trois vitefïes du point Y félon les 
trois directions O C, O B, O A feront: 

P-ACw; Q“ — AB«; R BB# — CC». 


Donc 
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Donc la vraie vitefie du point Y étant — V(PP QQ RR) 
fera zz u Y (B B -4— CC ) {AA — f— 13 B — f— C C) ; qui étant divifée 
par la diftance O Y zz u Y (13 B -4— CC) donnera la vitefie angulaire 
ou rotatoire du corps autour de l’axe de rotation > laquelle fera par 
conféquent ZZ Y £A A-j— BB— f— CC), 

XXXVI. Quelque mouvement donc, qui puifTe être imprimé 
à un corps folide, fon centre de gravité demeurant en repos, ce mou- 
vement fe fera à chaque inftant autour d'un axe, qui fera immobile 
pendant cet inftant, & qui paffera par le centre de gravité du corps; 

& la vitefie rotatoire autour de cet axe fera ZZ Y (A A H- 13 B + CC). 

De là il fera aifé de déterminer ia vraie vitefie de tous les points du 
corps; on rfanra qu’a chercher la diftance d’un point quelconque 
à l’axe de rotation, & cette diftance étant pofée la vitefie vraie 
de ce point fera zz s Y {A A— |— B B— f— CC), dont la direction fera 
connue’ par la nature du mouvement de rotation. Tl eft donc impof- 
fible que toutes les parties d’un corps, qui tourne fur foi -même, ou 
autour de fon centre de gravité, foient en mouvement à la fois; puis- 
que il y a toujours une ligne droite, dont tous les points feront en 
repos du moins pour un inftant, &r le mouvement des autres points 
du corps fera d'autant plus rapide, plus ils feront éloignés de l'axe 
de rotation. 

XXXVII. Sans entrer dans le détail du calcul, que je viens de 
développer, on peut aufiî prouver ta même vérité par la feule Géo- 
métrie. Qu’on confidère dans te corps une couche fphèrique, dont fïg t 
le centre foit dans le centre de gravité du corps; car il eft 'évident, 
qu'ayant connu le mouvement de cette fuperficie fphèrique, te mou- 
vement du corps tout entier fera déterminé. Soit AB un arc quel- 
conque d’un grand cercle de cette furfacc fphèrique, qui par le mou- 
vement du corps parvienne en a b après le tems rfV, de forte que a b 
ZZAÏ3, & de là il fera aifé de déterminer les endroits où tous les au- 
tres points de la furface fphèrique feront transportes. Qu’on pro- 
longe ces deux arcs Ali éiab jusqu’en C,oü ils s’entrecoupent, & 

Ce 2 pre- 
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prenant a c ~ A C , le point C fera transporté en c , & l’arc C AB en 
cab pendant le rems dt . De plus lî nous confidèrons hors du cercle 
CAB un autre point quelconque M, & que nous tirions de là à C 
l’arc d’un grand cercle MC, pour trouver où ce point M fera trans- 
porté pendant le même tems dt, on n’a qu’à conftituer en c un arc 
cm zz CM, de forte que l’angle a cm foit égal à l’angle ACM, & il 
eft clair, que m fera le lieu du point M après le tems dt. 

XXXVIII. Il eft aufïî clair que ces deux arcs CM & cm étant 
prolongés fe rencontreront quelque part en O, & partant dans le 
tems dt Tare entier CMO fera transporté er. cm O, & s’il étoit 
C MO m cm O, le point O demeureroit immobile. Or il eft certain 
qu’on peut toujours confticuer en forte l’arc CMO, qu’ayant décrit 
fon arc correfpondant cm O , il foit rwOnCMO. Car pour que 
cela arrive on n’a qu’à confticuer l'arc CMO en forte, que l’angle 
f CO devienne égal à l’angle Ce O; afin que le triangle fphèrique 
COe devienne ifofcele,& partant les cotésCO& eO égaux entr’eux. 
Pour trouver cette pofition il faut remarquer que l’angle c C O 
H ACO - ACf &CfOi:i 80° — ûcO; & de là puisque l’angle 
ACO — Æf O & fCO — Ce O, on tirera 2 rCO^i 8 o°-ACr 
& partant eCO zz 90 0 — | A C c. Donc, fi nous partageons l'angle 
A Ce en deux parties égales par l’arc C y, l’angle y CO deviendra 
droit, & partant l’arc CM O doit être perpendiculaire à l’arc Cy. 

XXXIX. Ayant ainfi déterminé la pofition de l’arc CM O, pour 
trouver le point O même, qui demeure immobile pendant je tems 
d/ y le plus court moyen fera de tirer du point O fur le milieu co de 
la bafe Cr l’arc perpendiculaire Ow. Car alors connoifTant dans le 
triangle fphèrique CaiO reflangle à co !e côté Cto — -l Ce & l’angle 
10CO ~ 90 i A Ce, on en tirera rang Ceo zz rang CO cof tu CO, 
tangCco rang -£ Ce 

outangCU . — — - — 7 “TaTZ, • Ma-s comme le tems dt 

coi coCO fin jALf 

cil fuppofé infiniment petit, tant l’intervalle Ce que l'angle A Ce 

feront 
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feronc suffi infiniment petits, & partant égaux à 1 

Ce 

Donc la tangente de l’arc CM O fera ~ Xc 7 ’ ou ^ en tan S CO 


leur nnus ou tangentes. 

''r 


Cf 


“ AC/ 


Par ce moyen on déterminera aifément la grandeur de 


lare CM O, donc la pofition étant perpendiculaire à l’arc Cy, ou 
à l'arc BAC même, l'angle A Ce étant infiniment petit, on connoicra 
le point O, par lequel paffe faxc de rotation, autour duquel tourne 
le corps pendant l’élément du cenis d/. 


RECHERCHE DES FORCES REQUISES 

POUR CONSERVER LE CORPS DANS UN MOUVEMENT QUELCONQUE. 

XL. Ayant rapporté le corps à trois axes fixes AO, BO, CO fig . 
perpendiculaires entr’eux , qui fe croifent dans le centre de gravité O 
du corps, qui demeure toujours immobile; foient O X“'.v, XV~y 
& YZ~3 les trois coordonnées orthogonales, qui déterminent le 
lieu d’un élément quelconque du corps fitué en Z, pour Imitant pré- 
fent, & foie d M la mafle de cet élément. Que le mouvement de cet 
élément foit tel, qu'en le décompofane félon les direftions de nos 
trois axes fixes, la virefle félon O C foit “ Ky — fiz; la vkefle félon 
OB“v2-Xjr;&Ia vïtefie félon O A ~fix— vy: pofant pour les 
lettres A , B, C du §. 33. les lettres X,— /x, v. Donc l'axe de rota- 
tion dans l’inflant préfent fe trouvera en prenant jv ” vu ; y ” uu 
&zzzzKh; & la vkefle rotatoire autour de cet axe fera ” V (KK 
- 4 -p.jt-t-vv), Orjcfuppofe queces vitefies étant affirmatives ten- 
dent a daigner le point Z félon les directions des trois axes du 
point O. 

XLI. Donc pendant l’elément du tems “ dt, l'élément </M 
en Z s’éloignera du plan A O B par l’elémenc d'efpace”(Ay — frz)dty 
du plan A OC par l’eiément ~ (yz — K.i) dt. & du plan BOC par 
l'elément ~ (jti x — v y)dt> Prenant donc x-\- dx,y-\-dy & z-^~dz 

C c 3 pour 
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pour les coordonnées, qui déterminent le lieu de notre élément 
après le tems dt\ nous aurons pour les différentiels dx, dy & dz 
les valeurs fuivantes, 

dx " (Ky — (s.z)de; dy ZZ (yz—Kx) dt; dz ” (fi x— vy)dt 
qui ont cette propriété, comme nous avons vu, que tous les élémens 
du corps demeurent à la même diftance, tant entr’eux, que du centre 
de gravité O. D’où il efl clair qu’il efl impoffible que toutes ces 
trois expreffions foient affirmatives à la fois, quoique nous les regar- 
dions comme telles; puisqu’il faut qu’il foit toujours Ça-— J— d jc)* 
— (— ( )’ — f— d }■) ' “H ( £ “H t/ î. ) : rz xx~{~y y — z z> ou bien xdx 
—J— y d y—\—z d z ”o. 

XL11. Maintenant pour la continuation du mouvement en fup- 
pofant l’elément du tems dt confiant, il faut par le principe général 
du mouvement, que l’elcment d M en Z foit follicité par trois forces 
félon les directions de nos trois axes. Car la maffe de cet élément 
étant poféc“ rf M, il faut qu’il foit follicité dans la direction OC par 

une force” t dans la direction O B par la force~— 

dt 2 dt 2 


. .. «■ ^ „ idNiddz _ 

& dans la direction O A par la force ” -* — — — . Ces forces ren- 

dt* 

ferment en foi tant les forces externes, dont le corps peut être folli- 
cité par dehors, que les forces internes, dont les parties du corps font 
liées entr’elles, afmqu’elles ne changent pas leur fituation relative. 
Or il eft à remarquer que les forces internes fe décruifent mutuelle- 
ment, de forte que la continuation du mouvement ne demande des 
forces externes , qu’entant que ces forces ne fe détruifent pas mu- 


tuellement. 

XL1U. Pour rendre notre recherche générale , fuppofons que 
l'axe de rotation change après le tems dt d’une maniéré quelconque, 
de même que la vi telle angulaire, ce qui arrivera, lorsque les let- 
tres K. (/., v, ne marqueront plus des quantités confiantes. Soient 
donc les quantités K, [j . , v, variables, & pour trouver lesdifferentio- 


differen- 


nous 
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différentiels âàx y àêy & ââz y les valeurs de J x , àj y dz 
fourniront : 

ddx — (Kdy-t-y <f(i-fitïz-Z(?n)dt 
ddy ZZ ( v d z — }— z d v — K d x — xdK') dt 
ddz ZZ (fidx -\~jcdfji — v dy — y dv) dt 

ou bien : 

dàx ZZ (y âK — z dp.} dt -f- ( K dy — fl d z) dt 
ddy — (zd v — x dK) dt -f- ( v d z — K d x') dt 
ddz “ Çxdfx — y d v) d t -f- (ft d x — v dy') dt 

XJLIV. Dans ces formules remettons pour*/.*-, dy, d z, leurs 
valeurs données cy-deflus, & nous obtiendrons : 

dàx ZZ (ydK—zdfn^dt (Avz-f-finy — (\\-f-pp) x ) dt 2 
ddy — (zdv -xdK)dt [fiv x-^Kfiz~ Ç v v~\~KK) y}dt* 
ddz ~ (xdp‘~ydv)dt —J- ( K (iy -f- K v jr~ (pp — }- yv) a) dt 2 

Donc ü les lignes Z a, Z j3, Zy font tirées pour marquer les trois 
forces, qui font requifes à folliciter l’élément i/M en Z félon les dî- 
rettions des trois axes O A, O B, OC, nous aurons pour ces for- 
ces les exprelTions fuivantes, 

ferce zy = îg iy /„) + 5 m fc 

2 àM. 

force Z /3 zz — — {zdv-x(TK)-\-'ldM(pv x-\~K p i-(v v-J-XX)^) 

force Z a “ — - ( xdp—y d t>) -f - 1 d M (K py~ j- K v x-(pp-\-v v)z} 

XLV. Pour réduire ces expreflîons dans une fomme , ou pour 
trouver les forces totales, il faut remarquer que dans ces intégrations 
on n’aura d’autres variables^ que l'élément «M & les coordonnées 

*>y> 


îo8 ® 


jp, V» z » qui déterminent le lieu de cet élément, & que dM doit 
fuccelïivement palTer par tous les éiémens du corps, de force que l'in- 
tégrale /VM rende la mafTe du corps entier M ; ainfi dans toutes ces 
intégrations, qui ne regardent que la variabilité du point Z, les quan- 
tités?»., fi, v t avec leurs différentiels ti K , r/ju, dv, & l’élément du 
tems rh feront a confidèrer comme invariables. De là il eft clair que 
l’intégrale de chacune de ces trois forces deviendra — 0 , puisque 
par la nature du centre de gravité O il eft / x à M ZZ o , f y à M " Q 
&■ f z d M zr: o. Donc, quelles que foi en t les forces requi fes à folli- 
citer le corps, il faut qu’étant appliquées au centre de gravité O , cha- 
cune félon fa direction , elles fe détmifenc mutuellement. 

XLV1. Donc, pour connoitre exaflement l’état de ces forces, il 
ne faut qu’avoir égard à leurs momens par rapport à nos trois axes 
OA, O B, OC. Or la force Z a donne pour l’axe OC un mo- 
ment dans le fens B A “ Z a. )•, & pour l’axe O B un moment dans 
le fens CA“Za..r. Enfuice la force Z/3 donne pour l’axe OC un 
moment dans le fens A B “Z/3.?, &pour l’axe O A un moment Hans 
te fens CB “ Z (3. -r. Enfin la force Z y donne pour l’axe O B un 
moment dans le fens AC ~ Z y. t , & pour l’axe OA un moment 
dans le fens BC " Zy.^. Par conféquent des forces Z a, Z/3, Z y 
réfulrera pour l'axe OA un moment dans le fensBCzzZy.y— Zj3 . x ; 
pour l’axe O B un moment dans le fens C A zz Z a., x — Z, y. s ; & 
pour l’axe OC un moment dans le fens A B “ Z/3, z — Z a. y. 

XLV1I. Si nous fubftituonspour ces forces les valeurs trouvées, 
le moment qui en réfulte pour l’axe O A dans le fens B C fera 

— (yydK-\-xxdK-yzd y.- xzdv') 
a t 

-1- (hvyt — KfLxz-\-fivyy — ju v x x-(p.(/.-vv) jry') 

Le moment qui ai réfulte pour l’axe O B dans le fens CA fera 

2 d M , , , , , , , . 

— —— (* r * r dp-hzzdfL—xydv-yzdK) 

1 d M [’Kfixy— f/.vyz -J- Kvxx—Kvzz — (vv — KK')xz') 

Enfin 


Enfin le moment qui réfulte pour Taxe O C dans le fens AB fer» 

“ (zzâv ~+-yyd v-xzdK~xydy.) 

— {— 2dM (|wv xz— Kvxy-^-Kpzz— Ky.yy— ( W— fiy. )y&') 
Or quand je dis qu'il y a un moment pour l'axe O C dans le fens A B, 
il faut entendre que la force de ce moment tend à tourner le corps 
autour de l'axe O C , & cela dans le fens A B. 

XLVIII. Maintenant on n'aura qu’à prendre les intégrales de 
ces trois formules trouvées, pour avoir les momens tout entiers des 
forces, dont le corps doit être follicité, afin que fon mouvement foit 
tel, que nous venons de le fuppofer. Or ces intégrales fe réduifent 
à l’intégration des formules, qui dépendent uniquement de la figure 
du corps & de la diftribution de la matière dont il eft compofé, par 
rapport à nos trois axes fixes, OA, O B, OC, Supposons donc 
qu’il foit 

fd M ( x x — {— y y) zzNljf fxyd M “ M U 

J à M (x x -+-**) ~ Mgg f x z M mm 

fd M {yy-\-zz) “ M hh fyzdVi — M ntt 

où H faut remarquer que M jf eft le moment d’inertie du corps par 
rapporta l’axe OA ; Mgg le moment d’inertie par rapport à l’axe 
OB,&M//Ale moment d’inertie par rapport à l’axe O C. Les trois 
autres formules contiennent les forces centrifuges , qu’auroit le 
corps, s’il tournoit autour d’un de ces trois axes. 

XL1X. De là les momens totals , dont le corps doit étrefollici- 
té, fe trouveront exprimés de la maniéré fuivante ; 

I. Le moment pour l’axe OA dans le fens BC fera : 

+ M 1 .» -Ku.mm—[(Jt.iJt.-vv)ïï+(iv(/ik-gg) ) 

II. Le moment pour Taxe O B dans le feus CA fera 

2 -f u.V m—(yv - ) 
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m. Le moment pour l’axe OC dans le fens AB fera 

2 M (^— - — - l ~ L -fjtiv mm-KvU-i)<K-li\i)nniKp.{gg-f) ) 
a t a t at 

D’où l’on voit que ces momens de forces dépendent , tant des quanti- 
tés jti, v, qui fe rapportent à l'axe de rotation & au mouvement 
rotatoire , que de leurs changemens inftantanés dK } dp t, dv, qui ar- 
rivent dans felément du tems J t. 

L. Rapportons maintenant ces formules à l’axe de rotation qui 
foit O^; & nous avons vu qu'il feraO-v~v.v, xy — (j.u & yz'ZZKn', 
& que la viteffe angulaire autour de cet axe eit^zV ÇKK-j~ (ifi -f-tv) ; 
or en quel fens cette viteffe fuit dirigée, on trouvera en confidèrant 
l'élément du corps fitué en X, dont lavitcfie à caufe de y~o 
fera félon OBouXY~ — K x & félon O A — fix. Donc ce point 
s'elevera au defiùs du plan BOC,&delà on conclura aifement en quel 
fens le corps tourne autour de l’axe Os. Soit maintenant la viteffe 
angulaire autour de cet axe Oæ~v, de forte que V(Kh -{-(*.&■ \-w)~v. 
Enfuite foient »j, S les angles AO«, BO«, COa, que l’axe de 
O * conftitue avec les trois axes OA , O B, OC & puisque Qz 


”» V(KK~-{-(Ji(Ji-{-vv') ~ uvj 


. . H 

on aura cof c — — ; cofîi ~ — 
v 


& coC B ~ — ; d’où l’on voit qu’il y a toujours cof Ç 1 -J- cof»] 4 -+- 

V 

cof S 4 — i : & ainfi on aura 

K — vcofÇ; jti“i>cof>); v“ucofS. 

LL Suppofant donc pour la variabilité de l’axe de rotation O z 
les angles £ t], B variables, & outre cela la viteffe angulaire v variable, 
on obtiendra : 

dK — 'h cof<f- v d (f fin g*.- dy.'ZZdv co r v } — vdv\ fin >) .* dv ~dv cof 6 —vdB fin 0 
Or à caufe de cof -4- cof)) 2 — 1~ col B 1 zz i on aura 

d £ fin £ cof £ — |— d y fin ïj cof )) — |— ti B fin B cof B — o 
Or puisque nos formules deviendroient trop compliquées par ces 
fubflitutions , & que la pofition de nos trois axes eft arbitraire , pofons 

qu’à 



an 



qua rinflantpréfent,ou au commencement de Telément du tems dt, le 
corps ait tourné exa&ement autour de l’axe OA, de forte que fj. — « 
& v"û, & que partant le mouvement fe fit dans le fens BC, avec 
la viteire angulaire y, la valeur de K étant affirmative. Il fera donc 
g=zo; y — 90° ; 6 — 90°; d’où K — v ; (J. ~ o, v~o; or 
après l'elément du tems dt, l’axe de rotation s’écarte infiniment peu 
de l’axe O A , de forte qu’il fafle alors avec l’axe OA un angle — £ 
avec l’axe O B un angle 90° dt], & avec l’axe O C un angle 

™ 90° — d $ ; & il doit être d <? 2 ~ dt ] 2 — f— d $ 2 
LII. Dans cette fuppofidon nous aurons donc : 
d'hZZL d v \ d p. ~ — v d î) d v ~ — v dQ. 

Et ce s valeurs étant fubftituces dans nos expreffions précédentes du 
§ 49 donneront. 

I. Le moment requis pour l’axe OA dans le fens B C nrzi 



II. Le moment requis pour l’axe O B dans le fens C A ’ 



UL Le moment requis pour l’axe O C dans le fens A B — — 


fl v d 1} h h v dû 



_i_ _ 

àt dt 


nnvv') 


Où H faut remarquer que le mouvement rotatoire autour de l’axe 
A O eft fuppofé fe faire dans le fens B C, avec la vitefle angulai- 
re =r v. 

LIII. Donc, pour que le corps tourne conftamment autour du 
même axe OA, ou qu’il foit dv\"o & d$ ~ 0 , mais d’un mou- 
vement variable , il faut que ce corps foit follicité par des forces , qui 
foumiflenc 


I. Pour l’axe O A un moment dans le fens BCz: 


dt 


Dd 2 


IL Pour 
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H. Fourl’axeOB un moment dans le fens CA— (www — 

, , . „ , mmdv N 

III. Pour Taxe OC un moment dans le fens BA— (wi/y-f -~2~j J 

D'oii l’on voit que pour accélérer le mouvement rotatoire , il faut un 
moment de forces pour l’axe de rotation O A > lequel foit proportio- 
nel à c’eft adiré au moment d’inertie du corps par rapport à Taxe 
O A. Mais, pour que le corps tourne autour de l’axe immobile O A 
d’un mouvement uniforme, il faut que ce corps fuit follicité de de- 
hors par des forces , qui n’ayent aucun moment pour l’axe O A > mais 
qui donnent pour l’axeOBunmomencdansle fens C A ~ 2 M mm w, 
& pour l’axe OC un moment ~ îMsniiv. Donc ce mouvement 
ne faura fubfifter fans le fecours de forces externes, à moins qu’il n’y 
foîr mm~o & nn “ 0, — 0 &/"}' z dM ~ 0 , ce qui 

efi; précifement le cas remarqué cy-deflus, où les forces centrifuges fe 
dètruifent mutuellement. 


RECHERCHE DU MOUVEMENT D’UN CORPS 
solide autour de son centrede gravité, les forces 

DONT IL EST SOLLICITÉ ETANT DONNEES. 

fjg, LIV. Le corps étant rapporté aux trois axes fixes OA, O B, 

O C, qui fe coupent perpendiculairement au centre de gravité O, foit 
comme nous avons pofé cy - deflus, nommant les coordonnées 
OXzx, X Y —j, YZ m 2, & l’élément du corps en Z“^M. 
J à M (jtjv -4— j/ y) “ M jf fxydM — Ml/ 

fdM (x x-+- zz) — Mgg fxzdM — M mm 

f dM(yy — f- zz ) ~ M h b jyz dM — M « » 

Cela pofé, que le corps ait déjà un mouvement quelconque qui fe fafle 
autour d’un axe Oz, de forte que O* ~ vu ; .1 *) ~ (au ; 

& que la vitefie rotatoire autour de cet axe foit“y(W — ) — /^c/^c 

LV, Dans 
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LV. Dans cet état le corps fait follîcité par des forces quelcon- 
ques, & pour trouver le changement, quî en fera caufé dans le mou- 
vement du corps, on n’aura qu’à avoir égard aux momens des ces for- 
ces par rapport aux trois axes OA, OB, OC.* foît donc le moment 
qui réfulte de ces forces 

pour l’axe OA dans le fens BC zz ¥ a. 

Le moment pour l’axe O B dans le fens CA “ Q/n 
Le moment pour l’axeOCdansle fens CO = Rtf. 

Maintenant égalant ces moments à ceux qui ont été trouvés cy-deî- 
fus 49.) nous obtiendrons les trois équations fuivantes. 


I. 


P a f f dK nnJu. 
dt dt 


mmd v 
dt 




II. 


Q 


aM dt 


ïïdv 

dt 


nndK 


— -jj — 2} — mnn — (w—KK) jnm+KviJ'—hh) 




d’où on pourra déterminer les changemens infiniment petits dK,d\ v, 
61 d v f qui feront produits dans l'eiément du tems dt. 

LVI. Mais, puisque la réfolution de ces équations nous conduîroit 
àdes formules trop longues, pofons,commenousavons/aitauparavant, 
que le corps tourne à l’inftant préfent autour de l’axe O A dans le fens 
B C avec une viteffe angulaire ~ v : 61 qu’après le tems zzdt, l’axe 
de rotation change , en forte qu’il fafTe alors avec l’axe O A un angle 
“ d avec l’axe O B un angle “ 90^ — f— d ij & avec l’axe O C un 
angle ~ 90 0 — (— œô ; & que la virefle angulaire devienne alors 
~ v — J— dv\ & nu us avons vu qu’il eft d ZZ df \ 2 —f— dh 1 . 
Cela fuppofé, nous aurons les trois équations fui vantes : 


Pu ffdv nnvdt\ 




îM 


dt 


dt 


mmv 


db 


Dd 3 


dt * 


a Qa 


e-'t 



m 


n Qtf — nvdv ggv dv\ U u d§ 

“tm - d~r ~sr + mmvv 


m R a —mm du 

2 M “ ~dt 


üvdr\ hlvd% 

dt dt 


nn vv 


LVIL Maintenant la réfolution de ces trois équations nous four- 
nira pour d u j dtj & dù les valeurs fuivantes; 

P * QCffA// — / 4 ) -)- (/j htm + Umm) + ÏLf (ggmm Uttn) <— 2 M vv (mmwnfAA — gg) - 4 - tf (m 4 — *4) } 

^ ^ 2 M (ffg £ hb — ff f 4 g g «?4 ^ t U mm nn) 

- r __ F*i ( hhnn^rUTTïtn ) + Qj A/j— zw 4 ) -f- Rd — 2 Muu f ffhhmm — ffltnn — rutrt (m 4 + ^4)) 

dt 2 M {ffgg hh—Jfl* — g g m* — hhu* — i.Ummnn') 

t* A 6 F Qç£tfiffî- 1- // tftf) + Q.4 f ï?7tt?w)-f-RÆ { 4 ) H - îMvv {ft gg nn ïïmm+nn (m 4 -j-* 4) J 

J t 2 M f £ A A — /4 — ggTTi 4 +~hhn 4 


De ces formules donc on connoitra pour chaque inftant le changement 
élémentaire, qui arrivera tant dans la pofition de l’axe de rotation, 
que dans la viteffe angulaire. Or il faut pour chaque inftant changer 
la pofition des trois axes O A, OB» OC afin que OA convienne 
toujours avec l’axe de rotation : & alors on fera obligé de calculer 
de nouveau pour chaque inftant les valeurs //, /i/ij 

puisque le changement de la ficuation du corps par rapport aux trois 
axes y caufera des variations continuelles. 

LVIII. Ce feront donc ces trois formules, qui contiennent les 
nouveaux principes de Mécanique, dont on a befoin pour détermi- 
ner le mouvement des corps folides, lorsque l’axe de rotation, au- 
tour duquel ils tournent, ne démeure pas immobile, ou dirigé vers 
la même plage du Ciel, ou de l’efpace abfolu. Et il eft évident que 
Ces nouveaux principes font ftifBiàns pour tous les cas imaginables des 
mouvemens, dont les corps folides font fusceptibles. Or jusqu’ici on 
11’a été en état que de réfoudre ce cas fort particulier, où il eft pour 
le corps 1» — 0 & ;;~o, & cnfuite pour les forces follicitantes Q~o 

& R“<? ; Mais pour ce cas on aura -p- ~ — — & d n ~ o & 

r dr 2M/’ 

d$~o: 


® aiï @ 

db~o: d'où Ton voit combien font bornées les recherches de Me» 
canique, fans le fecours de ces nouveaux principes, que je viens de 
déduire de l’axiome général , fur lequel eft fondée toute la Méca- 
nique. 

LIX. Comme les formules qui contiennent ces principes, font 
trop embrrafl’ées, pour en pouvoir faire voir clairement leur nature ; 
il fera à propos d'en faire l'application à une certaine efpece de corps, 
où ces formules deviennent afles (impies. Suppofons donc que le 
corps folide, dont il s’ 3 gît de déterminer le mouvement, foit un globe 
formé d’une matière homogène, ou du moins des couches fphèriquus 
concentriques, dont chacune foit homogène. Dans ce cas il eft clair, 
que les momens d’inertie M^, Mgg, MA/i par rapport à chaque 
axe feront égaux entr’eux, & partant gg~hh~ff\ de plus il fera 
toujours ü m <?, mm~o, tk Donc les trois formules, 

qui renferment le changement du mouvement caufé par les trois mo- 
mens P a, Qrf, Rrt feront: 

dv P a vdr\ — Qa vdh — Ra 

de 2M/’ (te dt 2M//A* 

dont la raifon ne fera plus difficile à comprendre. 

LX. Les deux axes OB & O C étant arbitraires, pourvu qu’ils 
foient dans le plan perpendiculaire à l’axe de rotation O A , on les 
peut toujours arranger en forte, que les moments de forces par rap- 
port à un d’eux fe détruifent. Soient donc ces axes OB & OC telle- 
ment choifis que le moment par rapport à OC évanou'iffe, ou qu’il 

_ , dv P a vd* — Q a 

foit R ~o: nous aurons donc -y- — — — ; - 7 — ~ ^ — 

dt îM ff dt 2 M qq 

& d$ — 0 , d’où nous voyons que l’axe O A approchera de l’axe OB 

par un angle infiniment petit — dv\ ~ — dans le tems de; car 

K b r 2M ggv 

puisque uû — o, c'eft un figne que Taxe de rotation demeure per- 

pundi- 
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pendiculaire à Vaxe OC* Donc c’eft le moment de forces, qui tend* 
tourner le corps autour de l’axe ()B dans le fens CA , duquel eft pro- 
duite l’inclinaifon de l’axe de rotation O Avers l’axe OB, pendantque 
le corps tourne autour de O A dans le fens BC» & cette inclinaifon 
eft réciproquement proportionelle à la vitefle rotatoire du corps au- 
tour de fon axe de rotation. 


Fig, y LX1. Soient pour mieux réprefenter cela OA, OB, OC les 
trois axes, autour du premier desquels OA le corps fphèrique que 
je confidere ici , tourne dans le fens BC avec une vitelïe angulaire ~ v . 
Que ce corps foit fol licite par deux forces F &Q, dont la première P 
lui foit appliquée en B félon la direftion B P parallèle à OC, & l’autre 
Q en C félon la direction CQ parallèle à OA» de forte que les di- 
fiances foient OB — a & OC — <*• Cela pofé, la première force 
n’aura pas d'autre moment que par rapport à l'axe OA , & ce mo- 
ment fera “ F/i dans le fens BC;or l'autre force CQzr Q n'aura 
pas d'autre moment que par rapport à l’axe OB» & ce moment fera 
— Qo dans le fens CA- Maintenant le moment d’inertie du corps 
par rapport à un axe quelconque, qui paffe par fon centre de gravité 
étant pofé zz M l’effet de la première force P confiftera dans 

Ÿ & J £ 

l’accélération du mouvement rotatoire, donnant dvzn — & 

2 M jf 

l’effet de l’autre force Q fera incliner l’axe de rotation OA vers OB, 

, , „ . , _ Q a d t 

& le transportera en O a , de forte que l angle AO«Z 2 M^V 


y j LXH. On comprendra mieux le fondement de ces effets, fi 
nous regardons la fuperficie fphèrique B CD du corps, dont le rayon 
foit OB — OC zz OA — tf» & qui tourne autour de l’axe OA 
dans le fens BC avec la vitefle rotatoire ZZ v. Soit B P la force P, 
qui accéléré le mouvement de rotation, autour de l'axe OA ; & on 
voit que cette force produit le même effet, que fi l’autre force Q n’a- 
giffoit point fur le corps ; donc cet effet eft connu par les principes 

vulgai- 


* «7 


vulgaires , desquels il doit être d v ~ 


V*Jt 


Confinerons l’autre 


iMf 

force Q appliquée en A félon la dire&ion AQ parallèle à CO, car il 
eft évident que cette force produira le même moment, que fi elle 
étoic appliquée en C félon une direftion parallèle à OA. L’effet 
donc dt: cette force confiftera en ce qu’elle tranfportera l'axe de rota- 
tion O A en O a par l’angle AO a — 

lîsljf Ü 

LXIII. Pour donner une explication de cet effet, qu’on confide- 
re d’abord le feul mouvement de rotation, par lequel le point a fera 
tranfj>orté autour de A en et, par l’angle a A a dans le tems dt : la 
VÎtefTe angulaire étant — v , cet angle a A a fera ~v d t; & partant 
l’efpnce a a~ An. v J t. Enfuite faifons abftra&ion du mouvement 
rotatoire, & confidercms le corps, comme s’il étoit follicité par la feu- 
le force A Q zr Q, qui lui imprimera un mouvement de rotation 
autour de l’axe B O D, dans le fens CA ou a a ; & la viteffe rotatoi- 
re engendrée dans le tems d t fera — ^ onc dans * e tems 


Q a 

ce mouvement fe fera par un angle iz 


Par ce mouvement 


2M/-* 

le point a fera retiré vers a par un efpace zz & ü eft clair 

que le point a doit exa&ement être rétabli en a, afin que ce foit le 
point a & l’axe O a qui demeure en repos. Delà nous aurons aa~ 
A Q (ladt 1 - , A a . A n Qadt 

k °- vJ> = tm j - & p artam âü - anRl - A 0 * = mW 

ce qui eft la même expreflion qui a été déduite de nos principes. 


* 
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